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単純閉凸曲線の長さについて
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要 旨
円周率の指導の際に，円周の長さが直径の長さの何倍になるかという見通しを立てさせる。そのと
き，円に外接する正多角形の周の長さの方が円周よりも長いということが用いられるが，このことは
数学的にはさほど明らかなことではない。本稿では，円を一般にした単純閉凸曲線（自己交差しない
閉曲線 Cで，Cとその内部を合わせた集合[C]が凸集合であるもの）の長さについて，面積という
量を介さないで考察する。２つの単純閉凸曲線 C1，C2が[C1]⊂[C2]を満たせば，C1の長さは C2
の長さを超えないことを示し，これを用いて，単純閉凸曲線 Cの長さは，Cに外接する単純多辺形
の長さの下限に等しいことを証明する。曲線の長さは積分計算では求めるのが困難な例も少なくない
が，本稿で行うような幾何学的考察によれば，曲線に外接する多角形の周の長さで近似されることが
わかる。
１．はじめに
小学校で円周率を学習する際に，円周の長さが
直径の長さの何倍になるかの見通しを立てさせる
という指導が行われている。学習指導要領解説に
は，円周率の指導内容として，「例えば，円に内
接する正六角形と円に外接する正方形を利用すれ
ば，円周の長さは直径の３倍（半径の６倍）より
大きく，直径の４倍より小さいことを見いだすこ
とができる。」という記述がある([７]，p. 157〜
p. 158)。この記述のうち，円に内接する正六角
形の周の長さよりも円周の長さの方が大きいこと
は図を描いてみれば理解できるが，円周の長さが
円に外接する正方形の周の長さより小さいこと
は，必ずしも直感的に明らかなことではないよう
に筆者には思われる。
この見通しを立てた後，いくつかの円について
測定することにより，円周の長さの直径の長さに
対する割合が一定であることを帰納的に見いだす
ことが指導される。曲線(円)の長さの測定は誤差
が生じやすく，「割合が一定」であることに気づ
かせることはなかなか困難であるので，3.14とい
う数値を天下り的に出すことになる。小学校で
は，円周率を帰納的に考えるのは無理からぬこと
であるが，中学校，高等学校においては円周の長
さと直径の長さとの間の関係を数学的に裏付ける
ような学習内容は見られず，小学校で学んだ帰納
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的な理解に留まっていることになる。
[６]では，半径１の円に外接する正 n 角形の
面積が円の面積より大きいことから不等式
n tan
p
n
> pを導いている。この不等式を用いる
ことにより，円に外接する正 n 角形の周の長さ
2n tan
p
n
が円周の長さ 2pより大きいことを述べ
ているが，間に面積という別の量を介しており，
長さという量だけを用いて，円周の長さと円に外
接する正 n角形の周の長さの大小が比較できた
というわけではない。
本稿では，円に限定せず一般的に，平面上の単
純閉凸曲線の長さについて考察する。平面上の自
己交差しない閉曲線を単純閉曲線という。Cを
単純閉曲線とすると，Jordanの閉曲線定理によ
り，Cは平面を２つの領域に分割するが，その
うち有界な方の領域を Cの内部といい，C及び
その内部からなる集合を[C]で表す。[C]が凸集
合であるような単純閉曲線を特に単純閉凸曲線と
いう。円は単純閉凸曲線の一つの例である。
第２節では，単純閉凸曲線 Cの長さ l(C)が C
に内接する単純多辺形の長さの上限として定義さ
れることを述べ，単純閉凸曲線 C1，C2につい
て，[C1]⊂[C2]ならば l(C1)≦l(C2)が成り立つ
ことを示す。第３節では，単純閉凸曲線 Cの長
さは，Cに外接する単純多辺形の長さの下限に
等しいことを証明する。このことにより，円に外
接する正 n角形は円周よりも長いことが，長さ
という量のみを用いて示されることになる。
２．単純閉凸曲線の長さのもつ性質
本節では，単純閉凸曲線 Cの長さのもつ性質
を調べることにする。まず，単純閉曲線の特別な
場合として，単純多辺形を考察する。平面上に n
個(n≧3)の点 A1，A2，…，Anがあるとき，これ
ら を 順 次 結 ん で，線 分 A1A2，A2A3，…，
An-1An，AnA1からなる図形を作る。これを閉折
線といい，各点 Akを頂点，各線分 Ak-1Akや
AnA1を辺という。閉折線のうち，どの２辺につ
いても隣り合う２辺の共通の頂点以外には共有点
をもたないものを単純多辺形（辺数まで表すとき
は単純 n辺形）という。Pが単純多辺形である
とき，[P]を多角形と呼ぶ。多角形が集合として
凸であるものは凸多角形と呼ばれる（以上の定義
は[１]による）が，このとき Pを単純凸多辺形
と呼ぶことにする。
〔補題１〕P，Qが単純多辺形であるとする。
[P]，[Q]が凸であって[P]⊂[Q]を満たすなら
ば，l(P)≦l(Q)が成り立つ。
[証明］Pの辺を１つとり，ABとする。[Q]は凸
集合だから，辺ABを延長した直線はQとちょう
ど２点X，Yで交わり，その直線によりQは２つ
の折れ線に分けられる(図１⒜)。また，[P]は凸
集合だから，その直線に関してPはどちらか片側
にある。Pと同じ側にある Qの一部分と線分 XY
で構成される単純多辺形を Q1とする。Pと反対
側にあるQの一部分の折れ線の長さは線分XYの
長さより大きいので，l(Q)≧l(Q1)が成り立つ。
次に，ABと隣り合うPの辺 BCをとる。辺 BC
を Cの側に延長した半直線はQ1とただ１点 Zで
交わる(図１⒝)。Q1の一部分と線分 BZを用い
て上と同様にして単純多辺形 Q2を作る(図１⒞)
と，l(Q1)≧l(Q2)が成り立つ。
この操作を繰り返すと，高々 Pの辺数回の操
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図１：単純多辺形の列を構成する
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作で P自身が得られることになる。即ち，単純
多辺形の列Q1，Q2，…，Qm( = P)が構成され
て，l(Q)≧l(Q1)≧l(Q2)≧…≧l(Qm)= l(P)が
成り立つ。（証明終）
〔補題２〕単純閉凸曲線 C上に一定の向きに点
A1，A2，…，Anをとるとき，これらの点を順次
結んで得られる閉折線Pは単純多辺形であり，
[P]は凸多角形になる。
[証明］簡単のため，An+1 =A1とおく。もし P
が単純多辺形でないとすれば，ある頂点 Akから
出る辺 AkAk+1はそれ以前の辺 A iA i+1(i+1 < k)
と交わる。このとき，頂点Ak+1は C上の A iと
A i+1との間にあることになり，点を一定の向き
にとっていることに反する。よって，Pは単純多
辺形である。
次に，n個の点 A1，A2，…，Anから生成され
る凸包をDとする。定義から[P]⊂Dは明らか。
もし[P]とDが等しくないとすると，Dの境界に
含まれない Pの頂点 A lが存在する。即ち，A lは
Dの点であって Dの境界点ではないから Dの内
点である。Cは単純閉凸曲線だから D⊂[C]とな
り，A lは Cに属さないことになって矛盾を生じ
る。（証明終）
補題２で述べたような単純多辺形 P（以下 C
に内接する単純多辺形と呼ぶ）の周の長さの集合
は上に有界であることが，次の定理１により示さ
れる。単純閉凸曲線 Cの長さは，そのような P
の長さの上限で定義される。
【定理１】単純閉凸曲線 Cの長さは有限である。
[証明］[C]は有界だから，十分大きな長方形R
をとると，[C]⊂[R]とすることができる。Cに
内接する任意の単純多辺形を Pとすると，[P]⊂
[ C ]⊂[R]である。補題１により l(P)A l(R)と
なり，Rは Pのとり方によらないので l(P)の集
合は上に有界である。（証明終）
以下，単純閉凸曲線 Cに対しても，その長さ
を同じ記号 l( C )で表すことにする。この節の最
後に，補題１は２つの単純閉凸曲線に対しても成
立することを示す。
【定理２】C1，C2が単純閉凸曲線で[C1]⊂[C2]
ならば， l(C1)A l(C2)が成り立つ。等号は[C1]
=[C2]のときに限る。
[証明］曲線C1に内接する単純多辺形 Pをとり，
その頂点を一定の向きに A1，A2，…，Anとす
る。図２のように，Akから Ak+1の向きに延長し
た半直線と曲線 C2との交点を Bkとおく。ここ
で 1A kA nであり，k= nのとき An+1 =A1
と解釈する。このとき，B1，B2，…，Bnは C2
上に一定の向きに位置しているので，これらの点
を順次結ぶと，補題２から C2に内接する単純凸
多辺形 Qが得られる（図２）。[P]⊂[Q]なので，
補題１より l(P)A l(Q)。l(C2)の定義より l(Q)
A l(C2)だから，l(P)A l(C2)となる。Pに関
して上限をとって l(C1)A l(C2)を得る。
もし[C1]≠[C2]なら，C1の点 Aで C2の内部
にあるものが存在する。凸集合の性質から，Aを
通る直線 lをとると，lによって分割されたどち
らか一方の半平面に[C1]が含まれるようにする
ことができる。lに関してC1と同じ側にある曲線
C2の一部分と lの一部分を用いて，閉曲線 Kを
作る（図３）。[C1]⊂[K]より l (C1)A l (K) <
l (C2)となり，等号は成立しない。（証明終）
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図２：C2に内接する凸多辺形 Qの構成
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３．単純閉凸曲線の長さとその曲線に外接する多
角形の長さとの関係
与えられた単純閉凸曲線 Cに対し，Pが単純
多辺形で[P]が Cを含むときの Pの長さ l(P)の
下限を aとおく。Pが凸多辺形でないなら，Pの
凸包の境界(Pbとおく)は Cを含む凸多辺形で
l(Pb)≦l(P)となるので，Pは凸多辺形に限定し
てよい。Qが Cに外接する単純多辺形であると
きの Qの長さ l(Q)の下限をbとおく。なお，こ
のとき[Q]は常に凸集合になることに注意してお
く。本節では，l(C)，a，bの間の関係について
調べる。ここで，単純多辺形 Qが単純閉凸曲線
Cに外接するとは，[Q]⊃ CであってQの各辺
は Cと共有点を持つことであるとする。
bよりaの方が下限をとる範囲が広いから，下
限の定義よりa≦bは明らかである。a≧bを示す
ため，補題を用意する。
〔補題３〕Cを単純閉凸曲線，Pは単純凸多辺形
で[C]⊂[P]とする。このとき，Pの各辺を延長
した直線は[ C ]を分離する。
[証明］もしPのある辺ABを延長した直線 Lが
[C]を分離しないなら，図４のような状況にな
る。即ち，直線 Lによって平面全体が２つの半
開平面D1，D2と Lに分けられて，[C]∩D1及び
[C]∩D2はともに空集合にはならない。
[P]⊃[C]なので[P]∩D1及び[P]∩D2はとも
に空集合ではない。よって，[P]の点で D1に属
するもの，D2に属するものが存在する。一方，
[P]は凸多角形であるから，[P]のすべての点は
Pの辺 ABを延長した直線 Lに関して同じ側にあ
るはずであり，矛盾を生じる。（証明終）
〔補題４〕Cを単純閉凸曲線，Pは単純多辺形で
[P]は Cを含む凸多角形であるとする。このと
き， Cに外接する単純多辺形Qで[Q]⊂[P]を満
たすものが存在する。
[証明］Pの各辺（を延長した直線）を Pの内部
に向かって，Cと共有点を持つまで平行移動す
ればよい。補題３より，Pの各辺を延長した直線
に関して Cはどちらかの側に含まれるので，こ
の方法により，補題を満たす単純多辺形 Qは構
成可能である。（証明終）
Pが単純多辺形で[P]は Cを含む凸多角形であ
るとき，補題４の性質を持つ Qを構成すると，b
の定義と補題１により b≦l(Q)≦l(P)が成り立
つ。Pに関して下限をとると b≦aを得るので，
結局 a=bであることがわかる。
次に，aや bと曲線 Cの長さ l(C)との関係を
示すために，単純閉凸曲線 Cの相似拡大につい
て述べる。P0を[C]の内部の点とし，正数 rに対
して，曲線 Cを点 P0に関して r倍に相似拡大し
た図形 Crを次式で定義する。
Cr= Cr(P0) = TOP0
|
+rP0P
|
|P CU
ここで，Oは座標の原点とする。なお，相似
拡大という言葉を用いるが，rが１より小さいと
きは縮小された図形となることは言うまでもな
い。
例えば，Cが単位円，P0が点（0，b）（,1 <
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図３：C1の支持直線を用いた曲線 Kの構成
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b< 1）のとき，Crは中心（0，(1,r)b)，半径
rの円となる（図５）。図において，相似拡大の
中心 P0を通る半直線と C，Crとの交点をそれぞ
れ P1，P2とするとき，P0P2 = rP0P1の関係があ
る。
曲線 Cの長さと，それを相似拡大した曲線 Cr
の長さとの間には，次の関係がある。
【定理３】r> 0に対して l(Cr) = r・l(C)が成
り立つ。
[証明］mを m< l(C)を満たす任意の正数とす
ると，曲線の長さの定義から，Cに内接する単
純多辺形 Pで l(P) > mを満たすものが存在す
る。多辺形 Pの頂点を順にA1，A2，…，ANと
し，半直線 P0Akと曲線 Crとの交点を Bkとす
る(1A kA N)。これらの点 Bk(1A kA N)を
順に結んでできる多辺形を Qとすると，図６か
らわかるように，Pのある辺の長さを r倍したも
のが対応するQの辺の長さに等しくなる。よって
l(Q) = r・l(P)が成り立つ。Qは Crに内接する
から l(Cr)@ l(Q) = r・l(P) > rmとなるが，m
は l (C )より小さい任意の正数であるので
l(Cr)@ rl(C)を得る。逆向きの不等式も同様に
して得られる。（証明終）
【定理４】a=b=l(C)が成り立つ。
[証明］a =bは既に示した。Qを Cに外接する
単純多辺形とする。Cに内接する任意の単純多
辺形 Rをとると，[R]⊂[ C ]⊂[Q]であるから
補題１によりl(R)≦l(Q)が成り立つ。Rについ
て上限をとると，Qは Rに無関係だから l(C)≦l
(Q)となる。Qについて下限をとるとl(C)≦bを
得る。
逆向きの不等式を示すために，r> 1に対して
Cと Crの距離を d(r)とおく。このとき d(r)
> 0であり，rを１に近づけると d(r)も０に近
づく。
Cr上の各点で半径
d(r)
2
の開円板を考えると
Crはそれら無限個の開円板で覆われるが，Crは
コンパクト集合であるから，既にそのうちの有限
個で覆われていることになる。これら有限個の円
板の中心を順に結んでできる単純多辺形を Pと
する。
Pの隣り合う２つの頂点A，Bについて考え
る。Aを中心とする円板と Bを中心とする円板
とは重なり合うから（図７），辺ABの長さは
d(r)より小さい。従って d(r)の定義により，辺
ABは曲線 Cとは共有点を持たず，[P]⊃ Cであ
る。aの定義から a≦ l(P)である。一方，Pは
Crに内接する単純多辺形であるので，l(Cr)の定
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図５：単位円の相似拡大
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図６：Pの辺と対応する Qの辺
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図７：Pの辺 ABと Cとの関係
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義と定理３から l(P)≦l(Cr)=r・l(C)が成り立
つ。２つの不等式を合わせるとa≦r・l(C)とな
るが，rは１より大きい任意の数であり，aや
l(C)は rによらないから a≦l(C)を得る。（証明
終）
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